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Resumen. Se estudian grupos de nudos que admiten una presentaciéon con
dos generadores y una relacion. Decimos que una presentacion (a,b | r) es
palindromica si 7 es una palabra palindromo, es decir, r es una palabra que se
lee lo mismo de adelante para atras que de atras para adelante. Estudiamos
condiciones bajo las cuales es posible cambiar la presentacion dada para
obtener una presentacion palindromica. Probamos que si el grupo G de un
nudo admite una representacion fiel en un subgrupo discreto de SL(2,C),
entonces G admite una presentaciéon palindréomica.
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2 C. POMMERENKE & M. TORO

1. Introduccién

Los grupos que admiten dos generadores y una relacién han sido ampliamente
estudiados, tanto desde el punto de vista puramente algebraico como por sus
aplicaciones en topologia, dado que muchos espacios importantes tienen grupo
fundamental de este tipo. Estamos interesados en esta familia de grupos, en es-
pecial los que provienen de teoria de nudos.

Una clase particular de grupos con dos generadores y una relaciéon, son aquellos
de la forma
G = {a,b|p),

donde la palabra p = p(a,b) es un palindromo, es decir, una palabra que se
lee lo mismo de atras para adelante que de adelante para atras. A este tipo de
presentacion la llamamos presentacion palindrémica.

El resultado central que probamos es el siguiente:

Teorema 1.1. Sea K un nudo hiperbélico en S° y sea G = « (5’3\K) SU grupo
fundamental. Si G admite una presentacion con 2 generadores, entonces admite
una presentacion palindromica.

En [7] fue probado, usando argumentos algebraicos y geométricos, que todo nudo
de ntmero de tainel 1 admite una presentaciéon palindrémica. Aqui utilizamos
métodos algebraicos para probar el resultado para nudos hiperbélicos. De hecho,
la prueba se puede extender para aquellos nudos cuyo grupo G admita una pre-
sentacion de la forma G = (a, b | rel) tal que la funcién ~ inducida por a — a1,

b — b~! es un automorfismo de grupos.

El problema de estudiar los grupos de nudos con dos generadores cae en el marco
de estudiar variedades con grupos cuya presentacion admite dos generadores. Se
involucran técnicas avanzadas y especializadas de 3-variedades (ver [2]), pero en
este trabajo nos concentraremos en técnicas algebraicas.

El trabajo esta organizado de la siguiente forma. Con el fin de que el articulo
pueda ser leido por un ptublico no experto, en la segunda secciéon damos algunas
definiciones bésicas y resultados conocidos de grupos de nudos y presentamos dos
conjeturas abiertas que motivan la importancia de nuestro resultado. En este tra-
bajo nos concentramos en estudiar grupos de nudos y no abordamos el problema
de estudiar grupos de enlaces.

En la tercera secciéon hacemos un breve estudio del comportamiento de los palin-
dromos. Es interesante anotar que estas palabras han sido el objeto de estudio y
clasificacion en [5]. En la cuarta seccion estudiamos los resultados de Fine, Levin y
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Grupos de nudos con dos generadores 3

Rosenberg en [4] sobre subgrupos de SL(2, C) con dos generadores y una relacion.
Estos resultados nos permiten probar el Teorema 1.1. Finalizamos el articulo con
algunos comentarios sobre lineas de investigacién abiertas relacionadas con nues-
tro trabajo.

2. Grupos de nudos

El complemento del nudo E (K) = S3\ V(K), donde V (K) es una vecindad tubu-
lar de K, es un importante invariante de nudos. El grupo G (K) de un nudo K es el
grupo fundamental de su complemento E (K ), es decir, G (K) = 71 (S3\ V(K)) =
71 (K). Este grupo es un invariante muy estudiado. Para el caso de nudos primos,
determina totalmente el tipo del nudo, por un importante resultado de Gordon
y Luecke en 1989 (ver [6]). Para nudos compuestos ya no es un invariante tan
completo.

Las siguientes son definiciones y propiedades conocidas de grupos de nudos. Para
mas detalles ver [1] y [9].

El grupo de un nudo no es metabeliano, es decir, su segundo conmutador no es
trivial.

Se dice que un nudo es hiperbdlico si admite una representacion fiel en un sub-
grupo discreto de SL(2,C). Muchos nudos son hiperbdlicos, y el estudio de sus
representaciones es un tema fértil de investigacion. Representaciones de grupos
con dos generadores han sido estudiadas en [13] y [12]. En nuestro trabajo nos
vamos a concentrar en este tipo de nudos.

Recordemos que la deficiencia de una presentacion es la diferencia entre el niimero
de generadores y relaciones. La deficiencia de un grupo es el maximo entre las
deficiencias de todas las presentaciones, si existe. Se sabe que los grupos de nudos
tienen deficiencia 1, ver [1].

Como el grupo G (K) de un nudo K tiene deficiencia 1, no es posible obtener
una presentacion con dos generadores y ninguna relacion. Es decir, el grupo de
un nudo no puede ser el grupo libre en dos generadores.

Recordemos que si un nudo no es primo, entonces se puede escribir como una
suma conexa K = Kj1# Ko, con cada uno de ellos un nudo no trivial, y se sabe
que G (K) = G(K1)*G (K3), con G (K;) # Z,i = 1,2. Por tanto, si K es un nudo
y su grupo tiene presentacién con dos generadores, entonces es un nudo primo, ya
que un grupo con estas condiciones no puede ser el producto libre amalgamado
de dos grupos diferentes de Z (ver [11]).

Los nudos se acostumbran representar mediante diagramas en el plano, como una
coleccion de arcos, como se muestra en la Figura 1. Intuitivamente, un puente es
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4 C. POMMERENKE & M. TORO

un arco del diagrama que pasa al menos por encima de un cruce. Un nudo admite
muchos diagramas en puentes. Al minimo ntimero de puentes de todos los posibles
diagramas se lo llama nimero de puentes del nudo.

L/ (&

@

a b c

Figura 1. Ejemplos de diagramas de nudos.

En la Figura 1 el diagrama a tiene una presentaciéon en 5 puentes, el diagra-
ma b tiene una presentaciéon en 3 puentes y el nudo del diagrama c tiene una
presentaciéon en 2 puentes.

En general, no se ha encontrado un método que nos permita determinar el nimero
de puentes para un nudo arbitrario.

Se conocen muchos métodos para hallar presentaciones de grupos de nudos. Las
dos maés utilizadas son la de Wirtinger (que utiliza todos los arcos) y la de puentes.
Para mas detalles ver [1].

En esta presentacion de Wirtinger hay un generador por cada arco del diagrama
y una relaciéon por cada cruce,

G(K)=(z1,...,&n | ™1, Tn),

donde las relaciones tienen la forma r; : eixgixf"x;fl, con e; el signo del cruce.

Cuando se tiene un diagrama de s puentes de un nudo, se puede encontrar la
presentacion del grupo del nudo con s generadores y s — 1 relaciones. Se tiene
un generador por cada puente y las relaciones se construyen al ir recorriendo los
puentes por debajo.

Por ejemplo, para K el nudo 4; de la Figura 2, una presentacion de Wirtinger es

G(4) = <1:1, T x;luxgxfl, :Z:Zlmguxgl, mlxgxf1x21> .
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Grupos de nudos con dos generadores 5
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Figura 2. Diagrama de 4 puentes del nudo 4; y generadores meridionales del grupo.

Como la deficiencia es 1, podemos omitir una cualquiera de las relaciones. Ha-
ciendo modificaciones sobre esta presentacion, se puede llevar a

-1, -1 -1 —1,.—-1
G = <.Z‘2,:l?4 | Ty Ty THT2T, T2T4Toy Ty .ZU2>;
tomando a = za, b = x4 y la palabra w = ba~'b"'a, se llega a la presentacion
G = {(a,b| aw = wb)

que corresponde a la presentaciéon que hubiéramos obtenido si consideramos el
diagrama del nudo 4; que se muestra en la Figura 3.

@

Figura 3. Diagrama de dos puentes del nudo 4;.

Este diagrama esté en forma de puentes, y este nudo tiene dos puentes.
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6 C. POMMERENKE & M. TORO

Los generadores que corresponden a curvas que envuelven el nudo sblo una vez se
llaman meridianos. Por ejemplo, las curvas de la Figuras 1 y 2 son meridianos.

Tenemos asi el resultado:

Proposicion 2.1. Si un nudo admite una presentacion con s puentes, entonces su
grupo admite una presentacion con s generadores.

El reciproco no es cierto, como probamos méas adelante, pero se tienen algunas
conjeturas que son reciprocos parciales.

Dos familias importantes y conocidas con grupos con dos generadores son los
nudos toroidales y los nudos de dos puentes.

Los nudos toroidales estan completamente clasificados (ver [1]). El grupo de un
nudo toroidal de tipo (p, q), p y ¢ primos relativos, admite una presentacion de la
forma (a,b | a? = bP). Aqui los generadores no son meridianos.

El nudo de dos puentes de tipo p/q, p y ¢ primos relativos, tiene grupo con dos
generadores, y presentacion dada por (z,y; xw = wy), donde

w = yhraghnt gk gknghe g e (1,1}, n=p -1, (1)

yparav=1,---,n,
by = ()l

donde ¢ es el reciproco de g en Zy, y [x] representa la parte entera de x (ver
[1]). Los generadores de esta presentacion son meridianos.

1

Examinemos ahora una conjetura sobre el significado geométrico de propiedades
algebraicas.

Conjetura 2.2. Si el grupo de un nudo admite una presentacion con n generadores
que son meridianos, entonces es de n puentes.

Se probo a principios de este siglo que es cierta para nudos de 2 puentes (ver [2]
y [3]), pero no se tiene algin resultado en general.

Los nudos toroidales son contraejemplos que muestran que no se puede suprimir
la hipétesis de que los generadores sean meridianos.

Se dice que un nudo es de tinel 1 si es posible agregar un arco cuyos extremos
estén sobre el nudo de tal forma que se obtiene un grafo cuyo complemento es un
cuerpo de dos asas. En términos de grupos, esto se traduce en que el grupo del
nudo admite una presentacién con dos generadores.

Se sabe que los nudos toroidales y los nudos de dos puentes son nudos de nimero
de tanel 1 (ver [10]).

Es natural entonces plantear la siguiente conjetura:
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Grupos de nudos con dos generadores 7

Conjetura 2.3. Si un nudo admite una presentacion con dos generadores, entonces
es de numero de tunel 1.

Es en el marco de esta conjetura que se inscribe nuestro trabajo, ya que se sabe (ver
[7]), que todo nudo de niamero de ttnel 1 admite una presentacion palindromica.
Nuestro resultado entra a fortalecer esta conjetura.

2.1. Grupos libres

Sea F el grupo libre (a,b). Cada palabra w # 1 en F' puede ser escrita en forma
GUnica como

w=abl - ambim e, € INA{O} (p=2,--- ,m - 1), (2)
con eg, e, € Z ym € N. La suma de los exponentes en a y b son, respectivamente,
go(w)=e1+er+ - Fen, oy(w)=fi+fat-+ fm, (3)

y son invariantes bajo conjugacién en F. Como en [13, p. 206], consideramos el
automorfismo w — w € F inducido por a — a~' y b — b~!. Tomamos 1 =1y

W=a" ... qgmempIm, 4)
También definimos & como
W=w"t=bmagem .. plrge,
Para w,u € F, denotamos w = wu si existe ¢ € F tal que w = qug™".

Estas funciones son involuciones, y ademéas tenemos que

~ < =
Efl:w, wl=w="0.

3. Sobre palindromos y cuasi palindromos

Una palabra p = p(a,b) es un palindromo si se lee lo mismo de atras para ade-
lante que de adelante para atrés, es decir, si p = ? Para nuestros propésitos
necesitamos refinar un poco mas y clasificar los palindromos. Decimos que p es
un (a,b)-palindromo si

p=anb a1 b aloptialn-1tngle . con n o€ N,
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8 C. POMMERENKE & M. TORO

lo€Z, liys; € Z\{0},i=1,--- ,n; ysil, >0 (respectivamente I,, < 0), decimos
que p es un + (a,b)-palindromo (respectivamente — (a, b)-palindromo). Decimos
que p es un (b, a)-palindromo si

p="b"al . dhpoglt gl con e N,
so € Z, lj,si € Z\{0},i = 1,---,n, y es un + (b, a)-palindromo (— (b,a)-
palindromo) si s, > 0 (s, < 0).
Un (a,b)-palindromo puede ser construido en un proceso recursivo:
Po = a/loa lO S Za
i = a*b%*pr_1b%*al*, I, s, € Z\{0} y pr_1 es un (a,b)-palindromo.

Todo palindromo p puede ser escrito como
p=Warw,

con w € (a,b) y x € {1,a,b}. Si  # 1 decimos que w tiene un centro.

Cuando una palabra w tiene la forma w = zr 6 w = rz, r es un palindromo y
x € {a, b}, decimos que p es un cuasi palindromo. El siguiente lema nos muestra
que al multiplicar un (a,b)-palindromo y un (b, a)-palindromo el resultado se
puede re-escribrir como un palindromo o un cuasi palindromo. Estos resultados
son de utilidad cuando las palabras son relatores de una presentacion.

Lema 3.1. Sean p un (a,b)-palindromo y q un (b, a)-palindromo. Entonces pode-
mos rotar a pq y escribirla como xr, con x € {1,a,b} y r un palindromo.

Demostracién. Sean p un (a,b)-palindromo y ¢ un (b, a)-palindromo; entonces
existen u,v € {a,b) y x,y € {1,a,b} tales que
p = wau, q="Soyv.
Por tanto,
pqg = %aju%yv = tzud tyv,
asi que si efectuamos la rotacion

1 1

Upqu ! = zudlyvu~

y tomamos

w:u%, W:v%, r:wyﬁ,

tenemos que r es palindromo y que

upqu ! = ar. vl
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Grupos de nudos con dos generadores 9

El siguiente lema fue probado en [8]. Nosotros damos una prueba un poco diferente
y mas corta.

Lema 3.2. Si un grupo G tiene una presentacion cuasi palindromica, esto es, G =
(a,b | w) con w = w(a,b) un cuasi palindromo, entonces G admite una pre-
sentacion palindromica. Reciprocamente, si G admite una presentacion palin-
dromica, entonces también admite una presentacion cuasi palindromica.

Demostracion. Para la prueba utilizamos la construccion de un (a, b)-palindromo
en forma recursiva:
l
Po=a 07 ZO € Z7
e = a*b%pp_1b%*al*, U, s € Z\{0} 'y pr—1 esun (a,b)-palindromo,
vy hacemos induccién sobre el numero de pasos en la construccién. De hecho,
probaremos un resultado mas explicito.

Consideremos un cambio de generador dado por v(a) = tb~! y 7 (b) = b, donde
v : {a,b) — (t,b) es un isomorfismo de grupos libres. Probaremos por induccion
que:

= si p es un + (a,b)-palindromo, entonces 7 (p) es un cuasi palindromo de la
forma gb~!, donde g es un (t,b)-palindromo; vy,

= si p es un — (a,b)-palindromo, entonces 7 (p) es un cuasi palindromo de la
forma bq, donde ¢ es un (¢, b)-palindromo.

Veamos el caso k = 0. Supongamos que py = a0,

Si lp > 0, entonces
v (a”) — () = (bbb = b

donde gg es un (¢, b)-palindromo.

Si lp < 0, entonces
1\ = _ _ _
'y(ctlo) = (bt~ " = bt bt bt = b,

con ¢g un (t,b)-palindromo.

Supongamos que se cumple la hipotesis de induccién para todos los palindro-
mos formados en menos de k pasos, y veamoslo para p, = a'*b%pj_1b%al*, con
Uiy si, € Z\{0} y pr—1 un (a,b)-palindromo.
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10 C. POMMERENKE & M. TORO

Si py es un + (a, b)-palindromo y py_1 es un + (a, b)-palindromo, entonces

7 (@)% B (1) By ()1 = (151) % b0 (g by (1)
t (b~ T b g b (b7 T e

v (Pk)

donde, por induccién, gi_1 es un (t, b)-palindromo. Si tomamos

lp—1

g =t (071 T e g bt ()

entonces gy, es un (¢, b)-palindromo y
v (pr) = arb™ .

Si py es un + (a, b)-palindromo y py_1 es un — (a, b)-palindromo, entonces

lp—1

v () = (7)) 0% (bg_)b% (107" = ¢ (b 1) " b g b (10 en

donde g1 es un (t,b)-palindromo. Si ahora tomamos

l—1 l—1

g =t (b71) " bR b (80718,

entonces g es un (¢, b)-palindromo y
v () = ad ™

Ahora, si py, es un — (a,b)-palindromo, entonces p, ' es un + (a, b)-palindromo y
~y (p,?l) = qxb~ !, con g un (t,b)-palindromo, por lo que
(Ye)) = (o) = @b
asi que
Y (Pk) = bai
y se cumple el resultado.

Con este resultado, consideremos ahora un grupo G con presentacién palindrémi-
ca, G = (a,b| p) con p un + (a,b)-palindromo; entonces, haciendo el cambio de
generadores dado por 7, tenemos que G admite una presentacion de la forma

G=(bt|g "),

con g un (t,b)-palindromo. Y si p es un — (a,b)-palindromo, el cambio de genera-
dores nos lleva a
G = (b,t | bq),
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Grupos de nudos con dos generadores 11

donde, de nuevo, ¢ es un (¢, b)-palindromo.

Reciprocamente, si G admite una presentacion cuasi palindréomica, G = (a, b | w)
con w un cuasi palindromo, mediante rotaciéon e inversos podemos llegar a que
w = bp con p un (a,b)-palindromo 6 w = ap, con p un + (a, b)-palindromo.

(i) Si w = bp, y p es + (a,b)-palindromo, entonces v (w) = b (qb_l) con ¢ un
(t,b)-palindromo. Haciendo simplificacion ciclica obtenemos el relator g.

(i) Si w = bp, y p es — (a,b)-palindromo, entonces v (w) = b(bq) con ¢ un (¢,b)-
palindromo. Rotando el relator, obtenemos la palabra bgb.

En cualquiera de los dos casos, G admite una presentaciéon palindréomica en los
generadores b y t.

(iii) Si w = ap con p un + (a, b)-palindromo, entonces v (w) = tb~! (qb‘l) = th,
asi que tenemos ahora la presentacion cuasi palindrome para G, G = (b,t | th),
donde h es un — (b, t)-palindrome. Esto nos lleva al caso (ii) anterior, y por tanto,
repitiendo el proceso con la sustitucion dada por A(b) = st~ y A (¢) = ¢, donde
A (b, t) — (s,t) es un isomorfismo de grupos libres, obtenemos una presentacion
palindrémica para G. v

4. Resultado central

Los siguientes dos teoremas fueron probados por Fine, Levin y Rosenberg, usando
una notacion diferente.

Teorema 4.1 ([4], Prop. 3.2). Sea w € F = (a,b) como en (2), y tal que w = 1,
es decir, w y W son conjugados. Entonces tenemos solo cuatro posibilidades:

(i) w = dalq, con q un (b, a)-palindromo,

(ii) w = alqralqs, con qi,q2 dos (b, a)-palindromos,
(i4i) w = pb', con p un (a,b)-palindromo,

(iv) w = pibipabl, con p1,pe dos (a,b)-palindromos,

donde | € Z\ {0}. Reciprocamente, si w satisface alguna de las propiedades, en-
tonces w =

Teorema 4.2 ([4], Prop. 3.4). Sea w € F = (a,b) como en (2) y tal que w = ©.
Entonces existe v € F yl € N tal que

w = (v)". (5)
Reciprocamente, si w satisface (5) entonces w = W.
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12 C. POMMERENKE & M. TORO

Llegamos asi a nuestro resultado central:

Teorema 4.3. Si G es un nudo hiperbdlico tal que su grupo tiene dos generadores
y una relacion, entonces G admite una presentacion de la forma

G = (a,t|p),

donde p = p(a,t) es un palindromo en a y t.

Demostracion. Sea G = m (K) = (a,b | w) y K un nudo hiperbolico. Entonces
existe una representacion fiel de G en PSL(2,C), por lo que podemos considerar
a G como un subgrupo de PSL(2,C) . Entonces, por [4] la funcion ~ dada por (4)
define un automofismo de G. Puesto que G no es metabeliano, por [4, Theo. 3.1],
w=wow=w.

El caso w = w no es posible, ya que por el Teorema 4.2, w = (v?})l, pero como
G es libre de torsion, entonces | = 1y o4 (w) = 04 (v) + 0, (V) =0y op (w) = 0.
Pero entonces, como Gup = (a,b| 04 (w)a+op(w)b) = Z S Z, se llega a una
contradicciéon, dado que como G es el grupo de un nudo, entonces se tiene que
Gab ~ 7.

Concluimos asi que w = ﬁ, y se cumple uno de los casos del Teorema 4.1.

Si se cumple (i) 6 (iil), entonces w es un cuasi palindromo, y por el Lema 3.2,
podemos encontrar una presentacion palindromica para G.

Si (ii) 6 (iv) se cumple, entonces w es el producto de un (a,b)-palindromo y un
(b, a)-palindromo; entonces, por Lema 3.1, w se puede reescribir como un palin-
dromo 6 un cuasi palindromo, y de nuevo, por Lema 3.2 obtenemos el resultado.
Notese que como w es un relator y la reescritura se efecttia utilizando rotacion,
no hay problema en usar el Lema 3.1. v

Un punto central para esta prueba es el hecho de que en G la funciéon ~ sea un
automorfismo de grupos. En el caso de nuestra prueba ese resultado se deduce de la
existencia de una representacion fiel en PSL(2, C), pero el resultado seguiré siendo
cierto en todos aquellos grupos de nudos en los cuales ~ sea un automorfismo.
En particular, el siguiente lema nos indica que si el grupo tiene una presentacion
palindrémica, se cumple esta condicién.

Lema 4.4. Si G es un grupo que admite una presentacion palindrdomica, es decir,
existe una presentacion de la forma G = (a,t | p), donde p = p(a,t) es un palin-
dromo en a y t, entonces la funcién ~ inducida por a — a~' y b — b~ es un
automorfismo de G.
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Demostracién. Como p es un palindromo, existe w € (a,t) tal que p = wx%, con
x € {1,a,b}. Para probar que la funcién ~ es un homomorfismo de grupos basta
probar que en el grupo libre (a,t) se cumple que p € (p), donde (p) es la clausura
normal de p. Ahora

D= wrlo = @z~ = Tl lw ! = (wzt) ™" € (p),

o sea que en efecto ~ es homomorfismo, y como ademés se sabe que es biyeccion,
tenemos el resultado. v

Este lema y el resultado anterior nos proporciona una equivalencia entre el hecho
de que un nudo tenga presentaciéon palindromica y que su grupo fundamental
admita a = como un automorfismo. Esto nos lleva a la pregunta: ;Serd que si el
grupo G de un nudo L tiene dos generadores tales que ~ es un automorfismo, se
cumple que L es un nudo de nimero de tunel 17

5. Comentarios finales

Es muy interesante el hecho de que si uno pasa a grupos de nudos con 3 generadores
y dos relaciones, ya se sabe muy poco. Desde el punto de vista algebraico, estos
grupos son muy dificiles de tratar, y desde el punto de vista topologico tampoco
hay mucho que se pueda decir.

Se sabe que si el nudo es de tres puentes, entonces admite una presentaciéon de la
forma
<a,b,c | awb ™, auc_lu_1> (6)

para un par de palabras w,u € (a,b,c), donde a,b,c son meridianos del nudo.
Pero no se tiene el tipo de descripcion para las palabras w y u que se conoce para
la palabra de los nudos de dos puentes. De hecho, los nudos de tres puentes no
estan clasificados atn.

El reciproco de este tampoco se sabe, es decir si el grupo del nudo admite una
presentacion de la forma (6), donde los generadores sean meridianos, no se sabe
si es 0 no de tres puentes.

Si nos salimos del campo de los nudos clésicos y consideramos nudos virtuales, la
deficiencia no tiene que ser 1, puede ser 0. Es decir, tenemos que considerar nudos
con presentacion de la forma

G ={a,b|r(a,b),s(a,b))

para dos palabras r y s. Dentro de estos se estudian todos los casos clasicos. Se
requiere que Gy =~ Z. Esto da restricciones sobre las palabras. De hecho, pode-
mos pedir que a y b sean meridianos, aunque aqui este concepto no tiene mucha
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interpretacién geométrica, ya que este grupo no necesariamente corresponde al
grupo fundamental de una variedad.
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